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全长黏结锚杆的数值流形方法模型 
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摘  要：基于流形方法的有限覆盖技术，确定流形元覆盖系统下锚杆的位移函数，由此建立全长粘结锚杆的数值流形方法模

型，定义了锚杆流形单元，并推导了锚杆流形单元的数值计算格式。该模型符合全粘结的物理意义，是一种局部解析的锚杆

数值方法，具有较高的精度。同时锚杆与数学覆盖相对独立，只要求锚杆完全处于数学网格的覆盖之中，对其相对位置没有

要求，所以一般网格可以适应锚杆的复杂布置。该模型可以应用于岩土锚杆模拟及钢筋与混凝土共同作用分析等问题。 
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Model of numerical manifold method for fully-grouted bolt 
 

ZHU Ai-jun1, DENG An-fu2, ZHENG Xiang-yong2 
(1. College of Civil Engineering and Architecture, Guizhou University, Guiyang 550003, China; 
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Abstract: Based on the finite cover techniques of manifold method, the displacement function of bolt was determined according to 
the cover system of manifold element; and the numerical manifold model of fully-grouted bolt was established; and the concept of 
bolt manifold element as well as its numerical calculation form were obtained. This model meets the physical meaning of 
fully-grouted condition; it is a numerical method of bolt with feature of partial analysis and better calculation accuracy. At the same 
time, bolt and mathematics cover are relatively independent, only the bolt is required to be in mathematics grid, while no have strict 
requirement of their relative location has to be met, so general grid can meet complex configuration of bolt. This model can be used 
in simulating geotechnical bolt and analyzing the interaction of reinforcing bar and concrete.  
Key words: fully- grouted bolt; numerical manifold method; bolt manifold element; partial analysis; mathematics cover 
 

 

1  引  言 

全长黏结锚杆在岩土工程中的应用非常普遍，

如水利水电工程的边坡锚固及地下隧洞锚固等。全

长粘结锚杆的模拟分析是岩土力学数值方法要解决

的重要问题之一。传统数值方法如有限元对全长粘

结锚杆的计算[1]，一般将锚杆离散为杆单元，采用

单元节点位移的插值函数来描述杆件的变形。锚杆

通过单元节点与岩体材料共同作用形成总的平衡方

程对锚固体系进行求解。有限元的锚杆模型中，计

算求解的精度一般通过加密单元提高，同时，由于

有限元网格的划分必须考虑块体单元与锚杆单元相

协调，要求锚杆单元节点与块体单元节点重合，当

锚杆布置复杂时，有限元网格的划分也相应复杂。 
数值流形方法是石根华提出的一种新数值方 

法[2-3]，流形方法具有局部解析的特点，是经典方法

和数值方法的结合。数值流形方法从其提出到现在

得到了广泛的关注[4-8]，并在岩土力学问题中得到应

用[9-11]。对于锚杆的计算分析，目前数值流形方法

仅发展了对端部锚杆的模拟方法[12-13]，对全长粘结

锚杆则缺乏相关的工作。 
本文基于流形方法的有限覆盖技术，提出全长

粘结锚杆的数值流形方法模型，推导了相关的数值

计算格式。该模型符合全粘结的物理意义，具有局

部解析的特点。且锚杆与数学覆盖相对独立，任意

网格可以适应锚杆的复杂布置。该模型可以应用于
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岩土锚杆模拟及钢筋与混凝土共同作用分析等。 

2  数值流形方法的基本原理 
2.1  流形单元的位移函数 

数值流形方法的物理覆盖由数学覆盖和物理

网格构成，物理覆盖的交集(重叠的公共部分)为流

形单元。在物理覆盖上构造覆盖函数，在流形单元

上加权平均得到求解域上的整体函数。目前物理覆

盖上的覆盖函数通常采用(x，y)的 0~2 阶完全多项

式。如果流形单元 e 由 q 个物理覆盖 Ue1，Ue2，…，

Ueq 的交集形成，Uei的覆盖函数为 
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式中；下标 e 表示流形单元，feij(x，y)为完全多项式

的基本级数；dei，2j-1及 dei，2j为物理覆盖的覆盖自由

度，对应了完全多项式的各系数。物理覆盖的覆盖

函数可取 0 阶到高阶的完全多项式，对应 0~2 阶情

况，m 分别为 1，3，6。则流形单元的位移函数为 
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式中 wei(x,y)为物理覆盖 Uei的权函数。 
令物理覆盖 Uei的变形矩阵为  
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式中： 
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令  

  ,1 ,2 ,2 1 ,2ei ei ei ei m ei mD d d d d   
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由此，式(2)可表达为 
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2.2  流形元的控制方程 
流形方法中，以每个流形单元为单位形成刚度

矩阵、荷载矩阵、惯性矩阵等，最后集成总刚与总

的荷载列阵得到平衡方程进行求解。 

3  全长黏结锚的数值流形方法模型 
3.1  锚杆布置与数学网格 

基于覆盖的思想，只要求锚杆完全处于数学网

格的覆盖之中，而对两者的相对关系没有要求，这

与有限元法有很大区别。 

图 1 为隧道开挖问题的简单示例。由图 1(a)可

见数值流形方法中，锚杆位置与数学网格无关，这

使流形元覆盖系统的构造非常方便，规则的网格可

以适应复杂的锚杆布置。图 1(b)中，有限元网格划

分则需要与锚杆位置相协调，单元划分相对复杂。 
 

       
 

           

 
3.2  锚杆流形单元的方向位移函数及轴向应变 

将完全处于流形单元 e 中的锚杆段称为锚杆流

形单元 l，如图 1(a)中的阴影部分，同时，用 l 表
示锚杆的方向。由于锚杆全长黏结，所以锚杆任一

点的位移与单元位移协调，如图 2（以三角形的数

学网格为例）所示。将点(x，y)的位移在锚杆方向

上进行分解，如图 3 所示。 
令锚杆在 l 方向上的位移为 ul，则 

( , )cos ( , )sinl e eu u x y v x y           (6) 

 

图 1  隧道开挖锚固支护的流形元覆盖与有限元网格 
Fig.1  NMM cover and FEM grid of tunnel 

 

(a) 流形方法 (b) 有限元法 

x 

y 

图 2  单元 e 中的锚杆 l 
Fig.2  Bolt l in element e 
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将 ul对锚杆的方向 l 求导则可得到锚杆的轴向

应变为： 

l
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将式(7)用矩阵表达为： 
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对物理覆盖 Uei，令 
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则根据式(3)、式(5)，有 
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则式(8)可表达为 

  2 2cos sin sin cosl e e        B D   (11) 

3.3  锚杆流形单元的刚度矩阵 
锚杆为线性构件，锚杆流形单元为一维单元，

锚杆的本构关系仅为轴向力-轴向应变关系。如锚杆

的弹性模量为 E，截面面积为 A，则锚杆的线性刚

度为： 

   k=EA                 (12) 

锚杆的轴力： 

lkp                  (13) 
则锚杆的弹性势能为  
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则式(14)可表达为 
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式(16)的积分在锚杆 l 上进行。数学覆盖采用三

角形网格时，流形单元 e 由三个物理覆盖组成，在

此将 3 个物理覆盖编号为 1～3。由最小势能原理可

得到锚杆流形单元 l 的刚度矩阵： 
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式中： 
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如果在组成流形单元的各物理覆盖上使用相同

阶次的覆盖函数，则式(18)中，各子矩阵的阶数为

2m×2m 阶。 
3.4  锚杆的初始轴力矩阵 

对主动全长黏结锚杆或预应力钢筋混凝土问

题，需要考虑锚杆或钢筋的初始轴力的作用。如锚

杆初始轴向力为 0p ，则其势能为 

图 3  (x，y)点位移在锚杆 l 方向上的分解 
Fig.3  Decomposition of (x，y) displacement on l 
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       (19) 
如采用三角形网格作为数学覆盖，则由最小势

能原理可得到锚杆流形单元 l 的初始轴力矩阵： 
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式中 
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对应于物理覆盖上各阶次的覆盖函数，式(21)
为 2m 阶的向量。如果流形单元 e 上采用一阶的权

函数，则当物理覆盖上的覆盖函数阶次为 0～2 阶

时，式(18)及式(21)需要用到 x、y 的 0～4 阶的线积

分公式。从以上可见，对应于 0～2 阶的覆盖函数，

锚杆流形单元具有 1，2，3 阶的轴向位移解，0～2
阶的轴力解。 

4  算  例 
图 4 为一隧道的开挖问题，图中尺寸单位为 

m。岩体力学参数为：重度 =26 kN/m3，变形模量

E=1.0 GPa，泊松比 = 0.3。根据对称性取隧洞的

一半建立计算模型，模型的下边界受 y 方向固定约

束，左右边界受 x 方向固定约束。按平面应变进行

分析。隧洞采用全断面开挖，并进行全粘结锚杆支

护，锚杆的布置如图中所示，锚杆的线性刚度为 300 
MN，采用规则的数学覆盖网格。采用 1 阶的覆盖

函数。 
图 5 为计算得到的锚杆轴力分布图，在图中，

锚杆逆时针方向的轴力为拉，顺时针方向的轴力为

压。可以看到，在拱顶，锚杆全长受拉，轴力分布

较均匀，轴力数值也较大。在拱侧及拱脚处，锚杆

拉力由外向内减小得很快，甚至在拱侧的锚杆末端

有压力产生。图 5 显示的结果为流形方法计算得到

的直接结果，其轴力没有经过磨平处理。可以看到，

锚杆轴力有较好的计算效果，各单元中的轴力呈线

性分布。相对于有限元法，流形方法得到的锚杆单

元之间轴力的连续性更好。 

 
图 4  隧洞锚固支护的流形元计算模型 （单位：m） 

Fig.4  NMM calculation model of tunnel bolting(unit: m) 

     

5  结  论 

(1) 全长黏结锚杆的数值流形方法模型是基于

有限覆盖技术建立的，它与传统的锚杆数值计算模

型有很大区别：传统的锚杆模型包括数值流形方法

以前发展的端部锚固式锚杆模型都采用的是节点位

移模式，而全长黏结锚杆的数值流形方法模型则采

用的是局部解析的位移模式，是解析方法与数值方

法相结合的锚杆模型。 
(2) 锚杆流形单元的计算精度可以通过物理覆

盖上覆盖函数的阶次得以灵活地控制，当采用高阶

的覆盖函数时，锚杆内力的解答也具有局部解析的

特点，有较高的计算精度。 
(3) 全长黏结锚杆的数值流形方法模型中，锚

杆与数学网格相对独立，规则的数学网格可以适应

图 5  锚杆的轴力分布图 
Fig.5  The axis force distribution of bolt 
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任意的锚杆布置，消除了锚杆数值模拟中锚杆布置

与单元划分相互制约的矛盾。 
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